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1. TERMELESI FUGGVENYEK ES JELLEMZESEIK

Definicié. Egy P : 10, +oo[" — ]0, +o0o[ fiiggvényt termelési fiigg-
vénynek nevezunk.

Definicid. Legyen o € R. Ekkor az F :]0, +o00[" — ]0, +-00[ fliggvényt
a-adfokd homogénnek nevezziik, ha minden (xq,...,x,) € ]0,+oo["
és A > 0 esetén F(Axy,...,\x,) = A*F(x1,...,2,). Ha a =1, akkor
az F' fugguényt homogénnek nevezzik.



Definicié. Legyen P : 0, +o0o[" — |0, +-00[ egy kétszer differencidlhatd
termelési fiigguény, melyre OpP(x1,...,x,) # 0 minden k € {1,... ,n}
és (r1,...,2,) €10, +00[" esetén. Ekkor feltéve, hogy a nevezdben levd
kifejezés nem egyenld 0-val,
aiP(xl,‘l.‘,xn)wi + 8jP(:c1,.1..,:cn)-:cj
ESij(xl, .. ,In> = - O2P(x1,....x0) _ 9 0,0, P(x1,....x0) n 8?P(x1,...,xn)
(8; P(21,....1,))° OiP(x1,esn) O P(21,0n) | (0, P(21,000120))”
((z1,...,2,) €10, 4+00[")
az i-edik termelési tényezd j-edik (i,j € {1,...,n},i # j) ter-
melési tényezdre vonatkozo helyettesitési rugalmassdga (elas-
ticity of substitution).




Definicié. Egy P : ]0,+oo[" — 10, +00[ kétszer differencidlhatd ter-
melési fiigguény teljesiti a CES-tulagdonsdgot (constant elasticity of
substitution), ha minden (x1,...,x,) € |0,4o00[" esetén ES;j(x1,...,x,)
létezik és valamilyen ¢ € R-re ESjj(x1,...,2,) = ¢ minden i,j €
{1,...,n}, i # j esetén.

Definicié. A P : ]0,+oo[" — ]0,4o00| termelési figguény Cobb-
Douglas-tipusiu (CD-tipusi) termelési fliggvény, ha

P(zy,...,x,) = Cx* ... 2",

aholC >0, a1 #0,...,a, # 0 olyan valds szdmok, hogy o = Z a; # 0.

1=1

Megjegyzés. ES;j(x1,...,x,) = 1 (4,5 € {1,...,n},7 # j), igy a
CD-tipusi termelési fugguény teljesiti a CES-tulajdonsdgot.



Definicié. A P : |0,+oo[" — ]0,+00[ termelési figgvény Arrow-
Chenery-Minhas-Solow-tipusi (ACMS-tipusi) termelési fligg-
vény, ha

P(z1,...,00) = (Biz 2+ .o+ Bz, ) e,
ahol B1 >0,...,0, >0, a#0 és o0 # 0 valos szdmok.

Megjegyzés. o # —1 esetén ES;i(x1,...,x,) =

1
i jefl,... n},
1+Q(J { }

i #7), tgy ebben az esetben az ACMS-tipusi termelési fligguény teljesiti
a CES-tulajdonsagot.



Definicié. Fgy F : |0, +oo[" — ]0,+o00[ fiigguény kvdzilinedris,
ha létezik f : ]0,400[ — R folytonos, szigorian monoton fliggvény,
és léteznek olyan a; # 0,...,a, # 0,b valds szdamok, hogy minden
(1, ..., 2,) €]0,+00[" esetén ay f(x1)+...+anf(z,)+b € f(]0, +00])
és

F(xy,...,2,) = fHarf(z) 4+ ... +anf(2,) + D).

Tétel. Egy F : ]0,4+00[" — 0, +o0[ fiigguény akkor és csak akkor
homogén és kvdazilinearis, ha o = 1 értékkel vett CD-tipusi termelési
fugguény vagy ACMS-tipusi termelési figguény.



Definicié. Egy F : ]0,+oo[" — ]0, +oo[ fiiggvény kvdziosszeg, ha
léteznek g; : |0, +o0] — R (i € {1,...,n}) folytonos, szigorian mono-
ton fugguények és létezik I C R pozitiv hosszusagu intervallum, g :
I — ]0,4+00[ folytonos, szigorian monoton figguény, hogy minden
(x1,...,x,) €]0,400[" esetén gi(x1) + ...+ gu(xy,) € I és

F(xy,...,zy) = g(g1(z1) + ... + gul(zp)).

Tétel. Egy F : |0, +oo[" — 0, +oo[ figguény akkor és csak akkor
a-adfoki homogén (o # 0) és kvdzidsszeq, ha CD-tipusi termelési
fugguény vagy ACMS-tipusi termelési figguény.



Lemma. Legyen f :]0,+00] — R szigordan monoton fiigguvény és
legyenek r,q : |0, +oo] — R filigguények, melyekre teljesiil, hogy minden
A,z €10, +oo[ esetén

(1) fAx) =r(A) f(z) + q(A).
Ekkor léteznek olyan v # 0 és d wvalds szamok, hogy
fx)=ylnz+46, r(A)=1, qA)=~vlnA,
vagy léteznek olyan v # 0, o # 0 és 0 valds szdmok, hogy
flz) =~ 2+0, r(A\) =12 qA)=0(1-A"7).



2. OPTIMALIS PORTFOLIOK

A piacon két értékpapir van, melyek az (r1, 7o) rendezett parral irhatéak
le, ahol:

- r1 az elso, ro pedig a masodik értékpapir hozama a T lejarati
idopontban

- 71,79 valoszinliségi véaltozdk, melyekre
P(-1<r)=P(-1<ry)=1

portfélié: © = (B, 52) (B1, 02 € R), ahol B az els6, B2 a masodik
értékpapirba fektetett pénzosszeg

kezdotoke: X, > 0, melyet az egyén teljes egészében befektet, azaz
b1+ B2 = Xy (feltehetd, hogy Xy = 1)

portfélié jovobeli értéke: X7:

X7 =01(1+71)+ Bo(1+1y) = fir1 — firg +ra+ 1



az egyén hasznossagfiiggvénye U, melyre feltessziik, hogy
- folytonos
- szigorian monoton novo
- szigorian konkav

cél: portfolié optimalizaldsa varhato hasznossag értelemben

Definicié. A ;= (8] 7, 35 7) portfolié optimadlis, ha

EU (X;Ef*f) — sup EU (X%,

FECXO

ahol Cx, = {7T | T = (01, 02) € R?, 61+ (2 = XO}



Definicié. Az ry valdsziniiségi vdltozo elsérendii sztochasztikus do-
minancia (FSD) értelemben domindlja az ro valdsziniiségi vdltozot
(r1 =rsp T2), ha

F.(x) < F,(x) VreR,

Tétel. (Hadar-Seo, 1988)
Legyen U : R — R differencidlhato, szigorian konkdv és monoton
novekvo hasznossagfugguény. Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek:

(1) Biy = By tetszbleges r1 és ro fiiggetlen valdszindiségi vdltozdkra,
melyre r =psp T2

(2) az x — x - U'(x) figguvény monoton névd



Definicié. Az ry valdsziniségi vdltozo erds elsérendi sztochasztikus
dominancia (SFSD) értelemben domindlja az ry valdszintiségi vdltozot
(r1 =srsp T2), ha

Fopm(zly) < F(z) VreRéP,-mm. yek

Tétel. (Gall-Pap—van Zuijlen, 2005)

Legyen U : R — R differencidlhato, konkdv és monoton novd hasznossag-
fugguény. Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

(1) Biy = Doy tetszdleges 1 €s o valdszintiségi vdltozdkra, melyekre
r1 =5Fsp To €s Ery < 400, Ery < +00

(2) az x — x-U'(z) figguény monoton nivé



Megjegyzés. 0i, > B3y <

%g_g@ _Er _@U,(

1+ 7o
2

=1

Ha (ry,r9) abszolit folytonos, akkor
+00 400

OEU (XF)
ok

—00 —00

+1)20

B= / / T (Ty + 1) from (2, y) dady



Exponencialis hasznossagfiiggvény, 2-dimenzios egyenletes eloszlas
Legyen U(x) = ce®™ + g (c < 0,d < 0,9 € R).

Legyen (11, 7r2) ~ Uniform([ay, as] X [b1,bs]) (a1 < az, by < bo)

From(T,y) = {WM ha (z,y) € a1, as] X [by, bo]

0 egyébként

Ekkor

d

4ce d(e2ft2)

OEU (XT) (
I S — —b 2
851 (CL2 — al)(bz — bl)d ((a2 2)6

—(CLl — bg)ed( 2 ) — (CL2 — bl)ed( 2 ) + (a1 — bl)ed( 2 ))




Hadar-Seo tételébol adodo esetek:

I. eset: ha a; =0
BT,U > BS’U > ay > by
ﬁiU < ﬁ;U > az < by

II. eset: ha as = bs
5T,U > 55‘,(] = a; > b
BT,U < BS,U = a; < b

III1. eset: ha as < by
Bl < Bay

IV. eset: ha by < a3
Biv = Bu



V. eset: ha 4t — hibh
: : 2 2

ﬁiU > 55’(] = a; > b
ﬁiU < ﬁ;,U = a; < b

ai+as _ bit+by
52 =52 = A

Bizonyitas. Legyen

al:A—(S,CLQ:A—I—(S,bl:A—g,bQZA—f-g (€>5>0) éSE—f—(S:u,
e — 0 = v helyettesitésekkel adodik:

—(9EU(X%) > (0 <— Sh—u > Sh—v
aﬁl 51:% - uw v
shx

x — —— fliggvény szigorian monoton novekvosége miatt ez mindig
x

fennall



A maradék esetekben implicit formaban adhatoak meg a megoldésok:

VI. eset: ha by < a1 < ay < by és B2 # leQFbQ

VII. eset: ha a; < b; < by < as és algaz — leQsz
VIII. eset: ha a; < b < as < by

IX. eset: ha b; < a; < by < as



3. PARAMETERBECSLES KAMATLABMODELLEKBEN

Azonnali kamatlab (spot kamatlab): a jelenben rogzitett kamatlab,
mely egy jelenben nyujtott kolcsonre vonatkozik

Hatarid6s kamatlab (forward kamatlab): a jelenben rogzitett ka-
matldb, mely egy jovében nyujtott kolcsonre vonatkozik

Kamatszelvény nélkiili k6tvény (zero coupon bond): formailag
nem kamatozo kotvény: a kibocsatas a névérték alatt torténik, a vis-
szafizetés névértéken, a futamido végén egy Osszegben



Jelolés. az fi; a hataridés kamatlab, a [k + [,k + [ + 1] idéperidédusra
vonatkozé kamatlab (k,l € Z.)

Jelolés. a k idopontbeli [ lejarati idével rendelkez6 zero coupon bond
ara Pk,l (O S k S l)

ahol Pk,k =1
- (2, F, P) valészinfiségi mez6, melyen {Fj}p filtracid, amire:
F=o0 U Fi
keZ,

- fo; kezdeti értékek (j € Z,) Fop-mérhetéek (mivel ezek mar ismertek
a 0 idépontban)



- a késobbi idépontokhoz tartozé hataridés kamatlabakat az alabbi
egyenlet adja meg:

ferry = frj+ g+ Brj(Skey — Sky) (K j € Zy),

ahol {Sk.}, ez, Véletlen mezd, azaz Sy valdszintiségi valtozdk (k,l €
Z.), hogy { Sk}, ez, adaptélt folyamat az {Fi} ), filtréciora vonatkozdan,
tovabbd {ouj}req. €8 {Bh.j e, adaptélt folyamatok az {Fi},c,, filtrciéra
vonatkozodan

Jelolés. AlSkJ = Sk—i—l,j — S]w' (k,] c Z.,.)



Feltessziik, hogy létezik egy sztochasztikus piaci diszkont faktor
folyamat {My}, ; , melyre:

-My=1
- tegyiik fel, hogy ¢ ; olyan Fj-mérhetd (k € Z,) valdsziniiségi
valtozok, hogy:

400
- a E ¢r,j A1y j sor sztochasztikusan konvergens, tovabba
J=0

400
E (exp (Z gﬁk’jAlSkJ’)) < +00 (k € Z+)

J=0



Legyen

+00o
exp (rk + > cbk,jAlSk,j)
=0
+o0o
E(exp | > ok, 215k, | |F
i=0

Allitas. A piac arbitrdzsmentes pontosan akkor, ha {M. Py} oere; P-
martingal minden | € Z, esetén. o

Mk+1 - Mk (k € Z+)



- legyen {n; ;}, ;cy. fehér zaj folyamat

- legyen F, =0 (nijli < k,j € Z,)

AR modell: legyen p € R konstans

koo
Ski=Y_Y 0 iy (k1€Zy)

i—0 j=0
Ekkor Sii1,41 = Skis1 + pSk+10 — POk + Mit1,41, amibdl

A1Ski+1 = pALSKL + Nt1,041

Amibol: {A1Sk;} AR(1) folyamat p egyiitthatéval



A tovéabbiakban feltessziik az alabbiakat:

-{nij 1,7 € Zy} figgetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi
véaltozok az (€2, F, P) valésziniiségi mezén

-Fr=0miy0<i<k,jeZ,) (k€Zy)

-az {Sk; 1 k,l € Z,} meghajté folyamat AR(1) tipusi modellt koveti
-{agy : 1 € Zy} Fr-mérheté valészintiségi valtozok (k € Z.)

- four €R

- Bry = B (k,l € Z1), ahol g € R{0}, azaz a volatilitds determin-
isztikus

Ekkor a diszkrét hataridos kamatlabakat leiré egyenlet:

fevrn = fra + oy + BALSk (k1 € Zy)



Tétel. Teqyuk fel, hogy a diszkrét hatdridos kamatlibak rendszerét az
elozo egyenlet irja le tovabbd, hogy a p paraméter ismert. Legyenek
K,L e N, éslegyen adva az{fr;: 1 <k < K,0 <1< L} minta. Ekkor
a volatilitas (3) maximumlikelihood becslése:

— B+ \/B;L + 44k Crp

6K,L — 2AK’L ’

ahol:



ahol:

) fe = frevi = o (frgmr = frm1g) ha k1 >1
gkl =
Jeo — fe-11 hak>1és1=0

9er = for — forrr —p (for—1 — forsrr—1) (k,L>1)



Tétel. Legyen adva a {f&) 1 <kE<K,0LI[<L L}, ahol K = K -n

—_—

minta. Legyen (B, mazimumlikelihood becslése a minta alapjin Bk, 1,
tovdbbd tegyiik fel, hogy pp =1+ L, ahol v € R és liminf|B,] > 0.
Ekkor: . ! o

ne B (B — B2) = N (0,20),
ahol

1 L 2t 2 K q s r2L+2u 2
—Q:K-/ (/ ewdv> dt+/ —(// ewdvdu> ds
o 0 0 0o S 0 Jo



4. FUGGVENYEGYENLETEK KVATERNIOKRA

H = {r + vii + voj + v3k | r,v1,v9,v3 € R} a kvaternidk ferdetestje, ha
i? =% =k =ijk = —1.

Definicié. Az r 4+ vii 4+ vog + v3k kvaternio tisztdn képzetes, ha r = 0.

Megjegyzés. Eqy tisztan képzetes vii+voj+uvsk kvaternionak megfelel-
tethetd a v = (vy,v9,v3) R3-beli vektor.

Motivacié:
(r4+v)(s+w) = (rs—(v,w))+(svtrw+vxw) (r,s € R,v,w € R?),
és tisztan képzetes kvaternidkra:

vw = —(v,w)+vxw (v,weR%.



Tétel. Az f: R x R? — H megolddsa az
fr,v)f(s,w) = —(v,w)+f(rs,svirw+vxw) (r,s € R v,w € R?)
egyenletnek akkor és csak akkor, ha
f(r,(v1,v2,v3)) = 7+ (a1 + biva + (a2bs — agbe)vs)i +
+ (aguy + bovs + (asby — arbs)vs)j +
+ (azvy + bgve + (a1by — ashy)vs)k,
ahol (ay,as, as), (by, ba, b3) € R3 merdleges egységuektorok.



Tétel. A g : R? — H megolddsa a
g(V)g(w) = —(v,w) + g(v xw) (v,weR?
egyenletnek akkor és csak akkor, ha
g ((v1,v2,v3)) = (ayvr + bivg + (asbs — asbs)vs)i +
+ (aguy + bove + (asby — arbs)vs)j +
+ (aszvy + bsvy + (a1by — asby)vs)k,
ahol (ay,as, as), (by, ba, b3) € R merdleges egységuektorok.



	1. Termelési függvények és jellemzéseik
	2. Optimális portfóliók
	3. Paraméterbecslés kamatlábmodellekben
	4. Függvényegyenletek kvaterniókra

